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Abstract 
Lp-spa巴esare additive modulared semi-ordered linear spa巴es.
A-spaces defined by C. C. Lorentz (p ~ 1) are thought as lower semi-additive mod-
ulared semi-ordered linear spaces which have the norm modulars of some bimodulars. 
In present paper， we have showed the relation between the se巴ondnorms of the 
bimodulars and the second norm of the norm modular on an universally continuous 
semi‘ordered linear spa巴eR. 
Furthermore， assuming the finiteness and monotone completeness of the modular 
m on R， we have proved that uniformely finiteness and uniformely monotoneness of 
m bring those of the norm modular of the proper bimodulars m rωpectively. 
I.緒
? ? ?
最近において，中野先生は2つの線型束空間R，S上に bimodular，ρroρerbimodularを定
義され更にそれらによって作られる R上のノルム modularを定義された11 この論文は bi司
modularとノノレム modularと関係を調べる事を目的とする。以下に使用する記号，用語は H.
Nakano [1]， [2]， [3)2 iこ従った九
1_ Bimodular 
2つの汎連続な線型束空間 R，S上の汎函数 M(x，y) (xεR，折 S)が次の条件を満す時に，
bimodularと呼ばれる。
1) H. Nakano: J. Fas. S巴i.Hokkaido， Univ. Vol. XII， No.3 (1953) pp.87-104. との論文は H.Na-
kano [1Jなる記号で引用する。
2) H. Nakano [2]はModularedsemi-ordered linear spa巴es，Tokyo. Math. Book Ser. 1， Toky(} (1950) ; 
H. Nakano [3]は Modernspectral theory， Tokyo. Math. Book Ser. U， Tokyo (1950). 
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(i) すべての O=t=yESに対して，R上の加法的上半連続な modularである。
(i) . M(x， IYil + IYzJ) = M(x， IYll)+ M(x， y)
M(x， sy) = IsI M(x， y)
(ii) 任意のおεRに対して，ある正数日が存在して，
M(ax， y)く+∞ (yεS)
Sが規数完備である時
m(ぉ)= supM(x， y) (xER， yES) 
1:11，三1
で定義される上半連続且つ 10ωersemi-additive modularを Sのノノレムによる M のノルム
modularと云う 339
Rょのよ半連続な lowersemi-additive modular mに対して，加法的 modularにおける
と同様に，次の性質が成立する九
11.1; Liayaνが絶対収束し，Li jaν|三1ならば，
が成立する。
m(Li aνGν)二五 Li jalm(αν〉
ν~1ν~1 
11.2; mが単調完備ならば，mはまた完備である。
11.3; mが完備である時，
Li jaνl二五 1， Li laνlm(aν)く ∞ 
ならば，Li aνGν は絶対収束し，且つ
ν~1 
m(Li aνGν)豆LilaνIm(aν) 
が成立する。
1. 4; 仰が完備なる時， modular associated space II，明と associatedspace Rとは一致
する。
以上の事から，次の事実が容易に示される。
補題11.1; Sの単位球内のある零でない要素gに対して， bimodular M(x， y)がR上で
の単調完備な modularであるならば，Mのノノレム modularもまた単調完備である。更にSの
単位球の零ならざるすべての要素Uに対して M(x，y)が単調完備ならば，それぞれの modular
に対応する modularassociated spacesは皆 associatedspace Rに等しい;すなわち
3) lower semi-additive modularの定義及び m がかくなる事は H.Nakano [1]を参照せられたい。
4) H. Nakano [2]; Th.36.9， Th.38.6. Th.38.7， Th.38.8を参照.
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R=R抽 =RM(x，1J) (1lyl三1).
Rが半正則であれば，R上の上半連続な monotonemodularは再帰的であるからへその様な
modular mのsecondノノレムが次の織に定義されるべ
JJaJJ = sup Ix(a)1 
I ~ .i i'I三1
但し， Ilxl はmのconjugatemodular 綴の firstノルムである。
この secondノルムに関して次の定理が成立する。
定理 11.1; Rを半正則であるとする。すべての M(x，y) (0手折S，1IY1と 1)がR上で単
調完備で且つ述続な modularならば，
!JaJI = sup 1aJル=inf1-
1'11三1 m(何回 I~I
yES 
但し IJaJJyは M(x，y)のsecondノノレム。
証明. 補題 II.1によって，1記拙=RM(X，y) 7)従って，
1 お3
メL
7 
JJaJl1 = sup 1可α)1;:，;sup 1針。)]= JIaflfy = inf I~ー
1i"，1孟I 例話1 M(苦α，'1淫 1 I~I 
f inf 1:11 < aと仮定する。
1'11三1lM(<α，'1)亘1 ]~I J 
すべての y(lyl三1)に対して正数むが存在して，
MC~Y a， y)三1，
故に
1 1 
113浬~=ß
且つ
土く也、'1
とおくと
Mlsa， y) 三 M(~ya， y)三1 Clyl孟 1)
すなわち
よって
r 1 ノ 1 _ …---，一一叫付}孟1 ]~I = s = ~ 
1 
7 訂
一一く upf inf -1;11= sup IlalJ 
叫臼冶1I~I =1I;i三;lM(;~~~淫1 I~I J -lïY~壬】 ! 
5) H. Nakal'() [1]を参照.
6) H. Nakano '1， p.181. 
7) 孟明は B の'>><1乙関する modularconjugate spaceでH.Nakano [2]， p.172を参照. 蚕M(x，'1) 1'-
ついても同様である。
8) H. Nakano [2]; Th. 43.6. 
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他方
JjJaJJ云 infj-
一四くをα〉三1jcJ 
は明らかである故定理は証明せられた。
111. 例題
C. C. Lorentzは領域 .1=:;(0，1)，1く+∞で定義された減少する積分可能な正値函数刊に対
して，
山三{~:rpo(t)f (ρ 三1)
なる (0，1)上の可測函数fの全体として d空間を定義した。これはまた，次の如くにも定義さ
れる，可測集合 eC.1に対して
仇(e)= ~:…川)
とおく
。毛利e)話。o(e) (可測集合eC.1)
なる加法的絶対連続な集合函数ゅに対して，積分がゆ(りになる如き正値可積分函数 ψ(t)の全
体をCで表わす。その時，A空間は
??????、??，??，??? ??
?
?? ?
? ?
?
， 、 ，
?
????
?
を満足する可測函数fの全体である。
今，ある正数Nが存在して，その積分ゆ(e)が
ゆ(e)三N件。(e)
を満足する正値可積分函数ψの全体で生成される線型空間を Sとする。 Sは L(0，1)と同じ半
順序で汎連続線型来空間を作る。
_1φ(e)j l判1=SUp =一一一
eCA φ。(e)
でS上に単調完備なノノレムが定義出来る。
vεSに対して，
????
?
? ? ?
??? ?????
とおさ，
M(メrp)= ¥ {Iψ|十日(rp)V'o}jfjP dt (fεA) 
"A 
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で定義される M はA，S上の bimodularとなる[註.ここで'1'0は測度零を除いては零にならぬものを
取る]。しかも各¥1'(キ0)に対して，M(f，ψ)は L'P(O，1)と同様に連続な加法的 modulatとなるe
M(j， 9oPlpはd空間における汎連続なノノレムを作るから d空間は半正則であるへ従ってM
の secondノノレムが定義されて，
II/I!I'P = inf -1 (fεA) 
M(.f，わ壬1I~l 
が成立する。又M のSのノノレムによるノノレム modularの secondノルム 11/11に対しては Th.
II.lカミら
となる O
Ilfll = sup Ilfl:1宇
1，'1三1
S上のノノレムの定義から分る如く， Cに属する事と|叫が Sの単位球に属する事とは同じであ
る。しかして， Lorentzの定義した dにおけるノルム IlfllAに対して，上記のノノレム modular
の secondノルム Ilflilが同等である事を示す式，
IlfllA三Ilfl:1壬211fllA
が成立する事は明らかである。
IV. Proper bimodular 
R上の properbimodularを定義する，R上の dilatator10) として特に R全体で定義さ
れるもの[註.これを regulω5・dilαtαtor・と云う]を取る事となる。
以後 m はR上の上半辿続な加法的 modularとする。 Rの要素おに対して，ある正数 d
が存在し，
~@ (平，:p)m岬 x)く十∞
(但し管はRのρroj.うersρaceなり)
を満足する R上の dilatatorTを考える。かくの如き Tに対して，
(' flTI h¥ M叫 (x，T) = ¥ (一子一， :P) m(d:px) (xεR) 
V@.¥ よ/
は bimodularである。これを mのJうroρerbimodularと云う 11)
9) H. Nakano: Stetige lineare Funktionale auf d巴m teilw白isegeordnetenModul， J.Fa巴. Sci. 
Imp. Univ. Tokyo， 4 (1942) pp.201-382， Hiefssatz 15.3. 
10) H. Nakano [3]. 
11) H. Nakano [1]， [3]参照.
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補題IV.1; Regular dilatator Tに対して， ある射影子~rÞ] 二三 [x]~が存在して次の関係Ä
が成立する。
m (T[t]x) + m((lー 倒的豆 M(x，T)壬m(倒的+m((l-[詞Tx).
証明. Rが汎連続であるから， proper space母は universalである12L従って TをR上
のdilatatOlとする時，
{t; (型ド}=ら]
なる射影子[尚三[x]が存在する向。
故に
それは
M酌ω仇，叶加[pJ(曜伺， þ刈ゆpりか)μm附+寸ぺ~1ト-fpJ ( 
=壬五 m([ρ尚]お刈)+m((日1一[ωρ，])Tx). 
日 =~[x/子，T) dt から得られる。
同様に，
(xεR) 
(¥ (ITxl h¥->h_¥ M(x， T)三 m(¥ 1;_71， t)dtx) +m((l-[t]x) ¥J[PJ¥ IXI '1'1)~1'1~) 
定義.
= m(Tfρt)+m((lー[剖)x).
Regular dilatator Tがmに関して有界であるとは，次の条件を満足する時に云う
sup 1Txllく+∞
明〈泊三1
但し IT;叫は Txのmによる firstノルムである。
D澗をmに関して有界な R上の regulardilatatorの全体とする。 明らかに D怖は 1含を
み， dilatator spaceのsemi-normalmanifoldである c
但し
12) 
13) 
補題IV.2; 任意のおεRに対して， 正数 dが存在し，
L(?，か仰お)く+∞ (TζDm) 
証明. 日として m(ax)=lなるものをとると，補題IV.lにより，
よM(叫 T)河口)十m(u ;. 1 Tx ) ~ 2 ITI リTI ~ -) 
1 TI = sup 1Txll. 
怖い〉三1
H. Nakano f3]， p.217， Th.41.6. 
H. Nakano [1]， Th. 8ふ参照
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補題 IV.3; mが simplemodularでらる時，ITI孟1に対しては補題VI.1において[同
学 Oである。
証明. 若しも [t]=Oであるとする。
U[xJにおけるあろ調密な開集合において，
(乎り >1
ゆえに十分大なる自然数μに対して，
。中;(宇和)三1+;)=日比3
なる [t)1]が存在する。
I Txl = ~[P}J- J (守， p)dpiml+;14M(仰山/x/
三(1+士)[t)1] I叫+(叫州)Jxl= JxJ +士[t)1]/xl > lxl， 
ゆえに
m(Tx)三m(JxJ寸刷JxJ)三仰)+m(;t凶 x)
しかるに，mが simpleであるから，
m(Tx)>m(ぉ)ー
ここで m(ax)=lなる日>0を取ると，
m(Tax) > m(ax). 
それは，若し m(Tax)=m(ax)ならば， 0;三laxJ;三JaTxJゆえ alxJ=aJTxlとなるからであるHL
すなわち IITII>lとなって仮定に反する。ゆえに臼1]:;t=0である。
定理 IV.1; mがR上の単調完備な modularで且つmのノノレムが連続、ならば，D明は汎
単調完備なノノレムを有する。
証明. 0壬=Tλ?λEA，sup 1 Ta 1 =aく十∞，TλεD怖とする。
λEA 
Ilxil三1 ならば m(ぉ)三1
ゆえに
sup IT出 1;三 aIlxl (xεR). 
λEA 
今mを単調完備とすると，mの白rstノノレムは汎準調完備である 1九従って
sup Tλx = TxζR (x三0)
AE礼
14) H. Nakano回]， Th. 42.19. 
15) H. Nakano [2]， Th.40.7. 
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なる R+上の演算子 Tが存在する。
Ty = Ty十一 Ty一
として TをR上の演算子に拡げると，Tは線型演算子となる。 Tλ が di1atatorゆえ Tは各
射影子[ρ]と交換可能であり， 且つ 1Txll壬alxlが成立する。 mのノノレムが連続であるから，
1im Tanニ bならば n-1imTan=b16うよって，TがR全体で定義されてる事を考えると，T
がiI頂j予に関して閉演算子なる事が分る。以上から Tが di1atatorである事が示された。すなわ
ち TλIaEATなる TιD摘が存在した訳である。
定理 IV.2; mが単調完備且つ一様に有限でJbるならば， proper bimodu1arのDmのノ
ノレムによるノノレム modu1armηはまた一様に，釘限である1円。
証明. 単位 dilatator1に対して， ITI手1ゆえ m(x)手mn(x).
今任意の A>Oに対して，仮定かlら
sup m(ね)=Kく+∞
又 mn(x)二三1ならば m(ぉ)三1ゆえ，すべての IT[I，三1に対して m(Tx)二三1.よって m()'Tぉ)手
K，すなわち
mn(ね)三 m(ね)+ sup m().Tx)主 2K
IT;J，三1
が補題 11.1から云われる。従って，
sup mn(.lx)二五 2Kく十∞
明 n(均三1
定理 IV.3; mが単調完備且つ有限で一様に単調で、あるならば，mnもまた一様に単調で
ある1め。
証明.仮定から
ltjz立戸(ね)=。
従って，任意の ε>0に対してE数んが存在して，
A ~..lo なる限り 1sup m(ね)く e.
Il m(勾〉三1
mη(x)三1ならば酷題11.1により， IT1三1に対して m(Tx)壬1となるゆえ
1sup mAM)く 2ε
A 勿"n'旬〉壬1
16) H. Nakano [2]， Th. 33.3. 
17) 一様に有限である事の定義は H.Nakano [2]及び H.Nakano: Modulared limear spaces， J.Fac. 
Sci. Univ. Tokyo， Ser. 1， Vol. VI， Part 2 (1951)を参照.
18) 一様に単調なる事の定義については，脚註15H己記述せる文献参照.
(260) 
線型束空間に於ける bimodularとノルム modularの聞の或る関係について 779 
がすべての』三んについて成立する。ゆえにmnの一様単調性が示さわした。
v.結び
Proper bimodularのノノレム modularにmの一様性に関する他の性質も移行されそうであ
るが，まだはっきり分ない。 1つの lowersemi-additiveな modularに対し， additive modular 
が定義出来て，それの properbimodularのノノレム modularとして最初のものが表現出来るな
らば， lower semi-additive modularに関する性質が良く分るだろうと思う。最後に常に御指導
下されました中野先生に心かちの感謝を申し上げます。
(昭和32年4月初日受理)
(261) 
